F1-204 Aspectos da Teoria de Campos em Fisica da
Matéria Condensada
O modelo de Ising quantico

¥ A transformacao de Jordan-Wigner

Nestas notas, apresentamos um problema famoso: o modelo de Ising com campo
transverso, conhecido também como modelo de Ising quantico. Ele é examente
resolivel em 1 — dim. O modelo ¢ formulado com os operadores de Pauli do spin
(spin 1/2), com o Hamiltoniano para uma cadeia de spins acoplados dado por

H==> o0.(n)=A)_ oa(n)oa(n+1), (1)
n n

onde ( 0,, 0y,0,) sdo os operadores de Pauli e o indice n rotula o sitio do spin
numa cadeia com condigoes periddicas de contorno. O parametro A (mais propria-
mente 1/)\) é chamado de “campo transverso” e representa o acoplamento entre as
componentes o, de spins vizinhos. O primeiro termo de (1) fornece a a¢ado de um
campo externo na direcao transversa o,. Na auséncia desse termo, o Hamiltoniano
(1) representaria o modelo de Ising classico. Dado que as componentes ( 0, 0,) ndo
comutam, o sistema estd sujeito a flutuagoes quanticas.

Consideramos 2N + 1 sitios, com
n=-N,(-N+1),..,-1,0,1,...(N—=1),N .
¢é cémodo introduzir os operadores escadas para o spin

ot (n) = zlou(n) +ioy(n)]

0= (n) = z[ow(n) =i oy(n)] .

A solucdo exata é obtida passando para a versao fermiénica do Hamiltoniano (1),
através da transformacao de Jordan-Wigner. Definimos portanto operadores fermionicos

da forma
» Def.

n—1

c(n) =[T;—_y explina™(j)o~(j)] o= (n),

ot (n) [T)=1y exp[—ima* (j)o(j)] .
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Em (2), os operadores escadas sao modificados por um operador nao local (soliton)
que ajusta uma fase.
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§ Os operadores (c,c') definidos acima, satisfazem as relacdes de anti-comutacio de
férmions. Obtemos também a transformacao inversa (os o ’s em funcdo dos ¢’ s).

O Hamiltoniano (1) na representacao fermionica é dado por:
H = — Z [QCT(TL)C(TL) —-1] -
- Z [c'(n) —c(n)] [c'(n+1)+cn+1)] . (3)



@w@,, g [ ~-S c::»)][ ) (mw)] ~d(m 4)]}&19
— .
= — [~6’5Cfm)] ) Cm> ["63 (m+) -'-X-Gac'ﬂ'l)]kc('ﬂ

Mn-|
= =~ [TFs)] 6Tm)atn)
y=M



2 o o
{C(‘"B) C ('m)j = C) Clm) + Cm)CCn)

= g W
= 1T |-5G) Jom)otm) TT |-GE)| +

J:—N l:.-:—-N

n-{

+ %) TT Loyg) ] |1 Faa)] 07em)

J=-N t=-N

= 0m) T L] 0%y + O6m) / I Eos o)l o

J=m J=

n- ke
=TT Foyy7] 0m)0"m) — TTEG(1)] 07Cm) 0°Gn)

J=m J=m

£ _Como pam Sters Aifownlty (0+,0°) Comutam, )

JCm), @i =0 , m<n

Su_agers. m=r

| n—|

co), ctef = TT EGw] 0mve) TT G+ -

1:) =-N ‘-‘=“’N

= 00N +97%)0 ) =

= |

spirab Y 8



Do mancoen. Quel

£C(‘"); com)l = Sam

Tombem Lormes 4 60), comf=0 ) m<n

n-/ _ m—
= TT[-6G)[ 0°6) T EGG)] & m)
J=V Ll
m-I n- _
. T- _—0;(6) @—(m) Tl -@Q) 0’21«)
c=-N J=-N

n-|

= O'-( ﬂ) T— (:0; (j ):] (0 —[ M> 1

J=-m

n-|
+ O 7/m) Trl_:@[v,ﬂ 0'—(\4)

j:-—»\.

n-
= TT O"/A)] O'(n)o\[m)

J=

7T GG Vm)0Tw) = O

JT-m

@ bam % G2s Aﬁr&fw ¢ (n)O (m) = 6:(.‘\(?_(0\)

/Prea.Samos Mmm bowwedy, o ‘:Hanu&?vnmmo enmd

tomo dap tmiuo vt ianuow.ca,o Qs ttrmes  de

atg‘%mxﬁ pin do Joq?o

TG (1) = [0+ 6°7() | 107 0w) +0 7 () |
_””"’" e




2

Aqw- \ﬂeu.(amo:? da llama@?mo.ga,o cnoee da &

Jocdam - o2 . \/g\amﬁ’a*

n-l n-|

+ L
e = 0G) T expl cv o7y0) | 1T exden o)

e \

J=-N )=-N

'1+¢._1(m)

\
£}
S

= N(m) wbr Muvo&.ﬂfama—m

(0,4)

cQQ maned ca g;uo Qa b?-awrg\macau Lmruﬁtﬁo\,'(o—«m C~

frma

M-I
o (m) = m,!o}wn’ Cc,)cc.) C(m)
a=-N )
¥ e " +
QT(m) = Cw plpiw C(ICG)
J=~-N ‘ e
Coneidere meo Uimﬁv:
o n-| " = J
CUm) O (uet) = Com) ] —%L\-cﬂ‘c_( )C) [TV e &
J3=-N " =N
C_(ow)

-

= C,+(m) MA‘o:th’ C“&m) C(x) C—C"‘*b

m‘pgm e | = vl [.5 1Ty m) | )

— ! /

= —T3) = |- 2C(a)Clm) V.

e,

LA

TN AR T e S A A
2y AT DS N i

G Ty T (AL ARSI
il R R I L RS TN T

P T < o
e e SERA G 3
TN _.ﬁ[‘-\?};ﬁ{;‘

AN S et



-

= ) [1-2¢0m)em) | Clnw)

= C,"L(m) Cnt) | /'b&rau ,C,*(m)' = 0

Asginw a 4@») Cln+) = W’h) " (n+t)

Vamso calecdar outro @mo :

n-(

0 ) 0" (ner) =TT eaplew e [ Cin)

\):-N

n”

—

C (nt1)

‘[ [ i C)C )

Ji-N

n—| -

=T %F&WC’Z‘)CQ‘)_ 11 mf{mr&_;)cg)‘/ X
= . | d

J=N

\]:—-N

—
x Clm) (1—ZC+(m)C,(m)> C.('K-H)

= C(n)Cln) =2 eICIICCn) Conar)

—
Cln)

7

= — CCm)CCvH—/) .'/

X oulros vesulhbados S&o

O,+('H)0’+('ﬂ+l) =+ C+(%)C+(n+l)

+

L@—(n)():(ﬂ-n) = 0 Tner) 07(n)

O () 07 (ner) = - ccn)cf(m—/ )

bn ltal) o Familsncams na pup. Jrmednica,

’WM,”‘




23

Lica

7

I

- I LQc*(n)C(o.)—l —

=4

s Z_ [CJE”)—C(%)— C'(nﬂ) fC(’H-I)Y
L

&@l%%vm‘m 2 guodwbico e ?oeu Ser&zz,%p-

%v t‘:'ivwiro Xlxwa A VW A2 tourier
N

a, = 4S5 e

S 42'\“" Mm=-N )
(e, R=o0,+ 20 4 2an
vhamdlo con&iqoé,_geus’oﬁcawh oo
<
e (2N+)
e = l

Tmm:gw\ag_‘oj SN

C(v\') = ‘ Z.. € ah‘

204+ i

cen +

C:'Z'f\\, = T'_: I C\‘Q
V2Nt | R

A Mvmda de FBurier €' uma ﬂwwuf-éamé‘m‘c& Q

_vFﬂlW‘Uk an N»Q&Qgé de O.A&A-cmb\cgtg , ( fehoweno) :

spirab , , ,



cabrera
Line

cabrera
Line

cabrera
Line

cabrera
Line


¥ O Hamiltoniano (3) é quadratico, mas ainda nao é diagonal. Preliminarmente,
passamos para a representacao de Fourier dos operadores

n)exp (ikn) ,

N
1
ar = —— C
¥ \/2N+1n:Z_N(

onde se acoplam os modos (k,—k) (de maneira semelhante ao problema reduzido
de BCS!).

(a) Resposta: Note o indice k > 0 nas somatorias

H = -2 Z (14 Acosk) (a,tak + aT_ka,k> + (4)
k>0
—1—22’)\2 sin k (azaik + aka_k> .

k>0
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§ Para diagonalizar o Hamiltoniano acima (4), usamos o método da equacao de movi-
mento e a Transformagao de Bogoliubov. O espectro de quase-particula é obtido
através de um problema de autovalores. As excitacoes sobre o estado fundamental
estao separadas por um gap Ay, que depende parametricamente do campo transverso
A. Encontramos o valor critico A¢, onde o gap se anula. Calculamos também o ex-
poente critico 8 que fornece o comportamento perto do valor critico

Ag(N) ~ A= Acl” .

Fnalmente, obtemos os parametros (uy ,vx) de Bogoliubov em forma fechada.
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* Transverse Ising Model, energy of excitations *

Alk_, A_]1=241+21%2+22xCos[k]

out[1]= 2 \/1 + 2% +2 xCos[k]

Plot[{a[k, 1.5], A[k, 1.0], A[k, 0.5]}, {k, O., n}]

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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¥ Usando analogias com o estado BCS da supercondutividade, construimos o estado

fundamental em termos dos operadores (az, ak> e do seu véacuo |0). n
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